TRAGHEITSMOMENT Dr. Giinther

Definition Trigheitsmoment:
Das Trégheitsmoment J eines Korpers der Masse M beziiglich einer Drehachse D lésst sich durch

JD:/ r2 dm (1)
M

berechnen. Die Verteilung der Masse M ist vom Ort (2 | y | z) bzw. vom Ortsvektor 7= (2 | y | z)" abhingig. Durch
r, wird der Abstand eines Massepunktes im Ort 7 zur Drehachse D bezeichnet!. Wegen m = pV ergibt sich fiir
Kérper mit konstanter Dichte dm = pdV und aus (1) folgt Jp = p [;, 73 dV wobei V das Volumen des Korpers ist.

Rotation eines Korpers konstanter Dichte um die z—Achse:

Rotiert ein Kérper um die z—Achse, so hat ein Massepunkt an der Stelle (z | y | z) den Abstand r;, = /22 + y? zur
Drehachse. Aus (1) ergibt sich fiir das Trégheitsmoment eines Korpers konstanter Dichte

J, = p/ (2® +y?) da dy d=. (2)
v
Analog lassen sich Formeln fiir die Rotation um die anderen Koordinatenachsen aufstellen?.
1. Aufgabe:

Gegeben ist ein Quader der Masse M mit den Kantenlingen a,b und ¢, dessen Schwerpunkt sich im Koordi-
natenursprung befindet. Die Seitenflichen mit den Kanten a und b sollen parallel zur x, y—Ebene liegen, die

Kante ¢ also parallel zur z—Achse sein. Die Dichte p = % = % des Quaders sei konstant.
(a) Zeige mit (2), dass sich bei Rotation um die z—Achse ein Trigheitsmoment von J, = 5 M (a® + b?).

(b) Berechne die Tragheitsmomente .J, und J,,.

2. Aufgabe:
Berechne das Trigheitsmoment einer Kugel der Masse M und Radius R mit konstanter Dichte bei Rotation
um eine Achse, welche durch ihren Schwerpunkt verlauft. Hinweis: Transformation in Kugelkoordinaten durch

(Jt:,y,z)—r = J(r,qﬁ,e) = (rsinfcos ¢, rsinfsin ¢, r cos H)T, es gilt ‘det (Dl;)‘ =r2sinf.

3. Aufgabe:
Gegeben sei ein Vollzylinder konstanter Dichte mit Radius R und Hoéhe H.

(a) Berechne das Trigheitsmoment bei Rotation des Zylinders um seine Symmetrieachse. Wir kénnen dazu
annehmen, dass die Symmetrieachse des Zylinders auf der z— Achse liegt.

(b) Berechne das Triagheitsmoment des Zylinders bei Rotation um eine zur Symmetrieachse senkrechten Drechachse,
welche durch den Schwerpunkt verlduft. Wenn die Symmetrieachse des Zylinders wieder auf der z—Achse
liegt und der Koordinatenursprung dabei auf halber Hohe des Zylinders, kdnnte die Rotation z.B. um die
x—Achse erfolgen.

4. Aufgabe:
Gegeben sei ein Torus der Masse M mit konstanter Dichte, der um seine Symmetrieachse rotiert. Wé&hlt man
die z—Achse als Drehachse, kann der Torus durch 1[7(1", ,0) = ([R+rcosb]cosd, [R+ rcosf]sing, rsin G)T
parametrisiert werden. Beide Winkel laufen von 0 bis 27, r von 0 bis zum Querschnittsradius (kleiner Radius).
Berechne das Tragheitsmoment J,.

Hinweise: Es ist ‘det (Dl;)‘ =r(R+rcosf). Auflerdem ist folgendes unbestimmtes Intergal gegeben:

/ (R+rcosf)®do = gR'r2 <; sin (26) + 9) + 73 <sin (0) — %sin3 (9)) + 3R?*rsin (A) + R0 (3)

! Hinweis: r) micht mit dem Abstand zum Koordinatenursprung r = |#] = y/22 + y2 + 22 verwechseln!
2Bei Rotation um die z— bzw. y—Achse ist J = p [i, (v* + 2%) dedydz und Jy = p [, (2? + 22) dz dy dz.



