INTEGRALE IM R" Dr. Giinther

Beispiel: Die Funktion f (z,y) = zye~®" soll iiber die rechteckige Menge Mp = {(z,y) | 0 <z <2, 0 < y < 3} inte-
griert werden, gesucht ist also |, Mo fdxdy. Es ergibt sich:
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1. Aufgabe:

(a) Sei f(x,y) = 2%y + y. Berechne Joy fdxdy mit M = {(z,y) | -1<x<2,1<y<3}
(b) Berechne [, z*y®2* da dy dz wobei W = {(x,y,2) [0 <2 <1,0<y <1, 0<z <1} ein Wiirfel ist.

2. Aufgabe: (Polarkoordinaten)
Sei f (z,y) = 25 — 2% —y?. f soll nun zundchst {iber den Einheitskreis By = {(z | y) | 2% + y* < 1} integriert
werden. Die Integration [ Mo fdx dy lasst sich durch Transformation in ein geeignetes Koordinatensystem, hier

Polarkoordinaten, durchfiihren. Die Transformation ist 1 (r,¢) = (rcos ¢, rsin gi))T.
(a) Zeige, dass f (1/7) = f(rcos¢,rsing) = 25 — r? ergibt.

(b) Das Fliachenelement dx dy lasst sich mit Hilfe der Jakobimatrix DzZ_; = (%f , g—i) transformieren.

Bei der Transformation wird dz dy zu ’det (Dﬁ) ’ dr de¢. Zeige, dass fiir Polarkoordinaten ‘det (Di/_;)‘ =r.

(c) Bei Integration iiber den Einheitskreis lauft die Radialkoordinate » von 0 bis 1 und die Winkelkoordinate ¢
von 0 bis 27. Berechne fiir die oben angegebene Funktion f das Integral

| Jdvdy = / " / ‘det Dw)‘dmp

(d) Ermittle die Nullstellenmenge Ny von f und berechne das Volumen, dass f mit der z, y—Ebene einschliefit.

(e) Sei f(z,y) = 1. Integriert man 1 iiber den Kreis mit Radius R, also B = {(z | y) | 2*> +y* < R?} so
ergibt sich anschaulich ein Zylinder mit Hoéhe H = 1. Berechne das Volumen des Zylinders || Br ldxdy
durch Transformation in Poolarkoodinaten. Hinweis: Wegen der Hohe Eins hat man damit auch die Gréfse
der Grundfliche ausgerechnet.

(f) Durch p(z,y) = H — a (2 + y?) ist ein Paraboloid der Hohe H gegeben. Bestimme a so dass Bp die
Nullstellenmenge von p ist und berechne das Volumen des Paraboloids.

3. Aufgabe: (Kugelkoordinaten)
Sei P € R3 ein Punkt mit den Koordinaten P (z,vy,z2), dann gibt r den Abstand zum Koordinatenursprung

und 6 den Winkel zwischen der z—Achse und dem Vektor 0P an. Sei P* die orthogonale Projektion des Punk-
‘% P auf die z,y—Ebene, d.h. P*(z,y,0), dann ist ¢ der Winkel zwischen der x—Achse und dem Vektor
0P*.
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Die Transformation ist gegeben durch (x,y, z ) =1 (r,$,0) = (rsinfcos ¢, rsinfsing, rcosf)' . Berechne! das
Volumen einer Kugel mit Radius R durch Integration der Funktion f = 1iiber Bg = {(z | y) | * + y* + 22 < R}.

4. Aufgabe: (Torus)

Durch 15(7’, ¢,0) = ([R£rcosb|cosp, [R=Ercosbsine, rsin O)T lasst sich ein Torus parametrisieren (4 oder —
wihlen). Beide Winkel laufen von 0 bis 27, r von 0 bis zum Querschnittsradius. Berechne das Volumen.

1Zeige zunichst ’det (Dzjj) ’ = r2sin6.



